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Résumé : On introduit la propriété Tï^-projective, et on l'utilise pour construire un espace de Banach 
X pour lequel l'application canonique J : H 2 {X)®H 2 (X) — » H 1 (X®X) n'est pas surjective. 

<N ; The Natural Map J : H 2 (X)§H 2 (X) -» H 1 (X§X) 

is not Surjective in General 

< 

Abstract : We intrqduce the_ ; ff 1 -projective property, and use it to construct a Banach space X such 
that the natural map J : H 2 (X)ê>H 2 (X) -» H X {X®X) is not onto. 



Abridged English Version 

> . 

If} , In this Note ail Banach spaces considered are complex. Let T dénote the interval [0, 2n]. For p G [1, +oo[ 

m ■ 

. and for a banach space X, let H P (X) be the closed subspace of L P (T; X) spanned by analytic polynomials 



o 
o 



X 



with coefficients in X. 

If T : X — > Y is a linear operator between two Banach spaces. Then the formula 



^ ■ \n=o j n=0 

^ ' defines an operator T : H P (X) — » H P (Y) with the same norm. 

We will say that X is _ff 1 -projective, if there exists a metric surjection a : ^(I) — » X -ie. <r* is an 
isometric embedding- such that a is a surjection from iî 1 (^ 1 (J)) onto H 1 (X). It is easy to see that X is 
_ff 1 -projective, if and only if, H 1 (C)®X = H 1 (X); and that such a space is of cotype 2. See [K ]. 

For F = Y,™ h n ® 9n G H 2 (X)êH 2 (Y), we dénote by J(F) the élément in H l (X®Y) defined by 

m 

J(F)(z) =5]ft»(«).ft,(2). 



It is easy to check that 

lK(-^)ll£fi(x®y) - II^Hh 2 ^)®» 2 ^) 
hence one can extend J to an operator - still called J - from H 2 (X)®H 2 (Y) into iï^XtgiY) of norm one. 
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Gilles Pisier shows in [PI] that this operator is onto for many couples of Banach spaces (X, Y), for 
instance if X and Y are type 2 spaces, or 2-convex Banach lattices. 

Our purpose in this Note, is to construct a Banach space X such that the operator J associated to the 
couple (X, X) is not onto. To this end, we use the fact that if X is iî 1 -projective, then J : H 2 (X)<S>H 2 (X) — > 
H 1 (X®X) is onto, if and only if, X<g)X is iî 1 -projective. It is then enough to find X which is iï 1 -projective 
while X®X is not iî 1 -projective for some strong reason as being of no cotype. The construction is an 
adaptation of some ideas from [P2] and [P3]. Indeed, we prove the following theorem. 

Theorem. Evcry H 1 -projective Banach space E can be isometrically embedded in an H 1 -projective space 
X such that X(g>X = X®X . 

It is not difficult to find a space X satisfying the preceding theorem and such that both X and its dual 
X* are of cotype 2, and satisfy Grothendieck's theorem. Only a minor modification of the construction is 
needed to prove this assertion. 

1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS: 

Les espaces considérés sont des espaces de Banach complexes. Soit X un espace de Banach, et p G 
[l,+oo[, on note H P (X) l'adhérence dans L P (T;X) des polynômes analytiques à coefficients dans X. (T 
étant [0,27r]). 

Si T : X — > Y est un opérateur borné d'un espace de Banach X dans un autre Y, alors la formule 

(m \ m 

^Xn = ]T Z n T( Xn ) 
n=0 / n=0 

définit un opérateur borné T : H P (X) — ► H P {Y) de même norme. 

On dira que X est iî 1 -projectif, s'il existe un ensemble /, une surjection métrique a : i x (J) — > X (i.e. 
a* est une injection isométrique) et une constante K telle que 

Vg€H\X), 3h€H\l\î)) : â(h) = g et |H| 5l(/1(J)) < K\\g\\^ {x) (1) 

pour alléger l'écriture, on se contente d'exprimer ce qui précède en écrivant simplement U X est H\(K, a, /)". 
En effet cette propriété est équivalente à 7J 1 (C)<8>^ = H 1 (X), ce qui justifie la terminologie "X est H 1 - 
projectif ". 

d'après une remarque dans [HP], si X est iî 1 -projectif, alors X vérifie aussi (1) en remplaçant H 1 par 

H p . 

On dira que (X, Y) a la propriété V(c) si Y est un sous-espace fermé de X et si le quotient Q : X — » X/Y 
vérifie 

VgeH\X/Y), BheHHX) : Q(h) = g et < c\\g\\~, (x/Y) (2) 
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Si / C J, on notera s l'injection canonique de ^(I) dans ^(J), définie par s(x)(j) = Xj si j G /, et 
s(x)(j) = si j <£ I. 

Si F = £™ h„®g n e H 2 (X)®H 2 (Y), on appelle J(F) l'élément de H 1 {X®Y) défini par 

m 

J(F){z) = ^2h n (z) ® g n (z). 

Il est facile de vérifier que 

n J ( F )Ww(X®Y) — " F Wh 2 (X)®H 2 (Y) 

et donc J s'étend, par densité, en un opérateur (noté encore J) de H 2 (X)®H 2 (Y) dans H 1 {X®Y). 

Dans [PI], Gilles Pisier démontre que cet opérateur est surjectif, pour une large classe de couples 
d'espaces (X, Y), par exemple, si X et Y sont de type 2, des treillis de Banach 2-convexes ou des espaces 

Le but de cette Note est de donner un exemple d'espace X, tel que l'opérateur J associé au couple 
(X, X) ne soit pas surjectif. 

2. Théorèmes : 

La proposition suivante explique la raison pour laquelle on a introduit la notion de iî 1 -projectivité. 

Proposition 1. Soient X et Y deux espaces H 1 -projectifs. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

1. X®Y est H^-projectiî. 

2. L'application J : H 2 (X)®H 2 {Y) -> H 1 {X®Y) est surjective. 

Preuve: f . => 2. Ceci est immédiat en notant que H 1 ®X®Y est toujours contenu dans l'image par J 
de H 2 (X)®H 2 (Y). 

2. => 1. Supposons que X est Hi(K, <J\,I) et que Y est Hi(K, cr 2 , J)- Rappelons que 

l 1 (IxJ)=t 1 (I;t 1 (J))=£ 1 (I)®t 1 (J). 

Soit o : i 1 (I)®^ 1 (J) — > X®Y définie par cr(a®/3) = o\{a)®G<i{J$). o est clairement une surjection métrique. 
Soit F G H 1 (X§>Y), alors d'après 2. il existe H = £~ K <g> g n dans H 2 {X)®H 2 {Y) tel que 

OC 

J(H) = F et ^2 \\h n \\^ 2{x) \\gn\\^2^Y) - c W F Ww(x®Yy 

D'après l'hypothèse de iJ 1 -projectivité de X (resp. Y), et en utilisant la remarque de [HP], on trouve, pour 
chaque n > une fonction h' n G H 2 ((}(I)) (resp. G _ff 2 (^ 1 (J))), telle que 5i(/i^) = h n (resp. (T2(g' n ) — g n ), 
et telle qu'on ait la majoration suivante \\h' n \\~ 2 {£l < K'\\h n \\~ 2{x) (resp. |K||g 2(£l(J)) < K'\\g n \\~ 2{Y) ). 
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Considérons l'application canonique 



Ji : H 2 {( 1 {I))%H 2 {l 1 {J)) — > HHt^I)®? 1 ^)), 
et soit G = h' n <gi g' n , on a clairement 



et 



VzeT, ct(Ji(G))(z) = o-(Ji(G)(z)) 

oo 



n=0 



/i„(z) ®g n (z) = F(z) 



n=0 



donc 



5(Jr(G)) = -F et || -MG)^ < ctf' 2 ||F||~ W) 



et ceci démontre la proposition. 



Nous utiliserons aussi le résultat suivant de [K]: 

Proposition 2. Si E est H 1 -projectif, alors E est de cotype 2. 

Il suffit donc de construire un espace iî 1 -projectif X, tel que X®X ne le soit pas, c'est le cas si ce 
dernier n'a pas de cotype. L'espace du théorème 6 ci-dessous fournit donc l'exemple cherché. 

Résumons la construction suivante de [P2], voir aussi [P3]: 

E ,B, et S sont des espaces de Banach, S est un sous-espace fermé de B, et i : S B est l'injection 
canonique. Soit u : S — > E un opérateur de norm < rj < 1; alors il existe un espace de Banach E\, un 
opérateur û : B — > E\ et une injection isométrique j : Eq E\, tels que ||û|| < 1 et ùoi = jou. 

u 

B ► E 1 

i j 

U 

S ► E 

En effet, soit B\ = B(Bi E , c'est B x E muni de la norme ||(6, e)|| = ||6|| + ||e||, soit le sous-espace fermé 
r(u) = {(t, —u(t)) : t G S} de B\, et soit tt : B\ — > Bi/T(u) la surjection canonique. On pose E\ = Bi/T(u), 
j(e) = 7r((0, e)), et ù{b) = n((b, 0)); il est alors facile de vérifier que E\, j et ù ont les propriétés requises. 



Théorème 3. Avec les mêmes notations, on suppose que (B,S) a V(c), que B est H\(K,a,I), E est 
Hi(Ke ,cfo, Io), et rj < (1 + c)/2. Alors, l'espace E\, obtenu dans la construction précédente, est un espace 
H 1 (K El ,cri,Ii) avec 

I Q C h, jo<r = <j 10 s, et K El = m&x(K Eo ,2cK). 

Preuve: Soit I\ la réunion disjointe de / et Iq. Soit a' : £ (Ii) — ► B\ l'application définie par cr'(x) = 
(a(x\i),cro(x\i )), et ai — iroa' : £ l (Ii) — > E\. Il est immédiat de voir que ai est une surjection métrique. 



B 

i 

S 



En 



£'{h) 

s 



Soit / = YJo elk{ ' )a k G H 1 {Ei) de norme < 1; pour tout k on a a k = ir((y k , e k )). D'après 

V(c), il existe g = Y^ 1 e lk ^x k G H 1 (B) telle que 

Q(g) = £ e^Q{x k ) = ]T e ik ^Q(y k ) 



k>0 



fc>0 



et 



< c 



5> ifc <->Q(a*) 



fc>0 



m(B/s) 



où Q : B ^ B/ S est le quotient canonique. 

On pose alors, pour k > 0,e k = ë k — u(x k — y k ), d'où a k = n((x k ,e k )), mais 
existe t : T — > S mesurable, telle que 



Hiïi(Ei) 



(2) 



< 1, donc il 



/ 



Y^é k6 x k +t{6) 



k=0 



dm{6) 



5> ifc V- U (t(0)) 



fe=0 



dm(6>) < 1 



(3) 



notons a, /3 respectivement la première et la seconde des intégrales précédentes. En utilisant (2) on a 

dm{9) < ca (4) 



fc=0 



m{B) 



et 



Jjt(9)\\~ 1{B) dm(6)<(l + c)a 



et donc d'après (3) et (5) 



£e ifc9 e fc 



dm(0) < /3 + + c)a < + -. 



(5) 



(6) 



Il en résulte que pour g = J27 ±eiK)x k € tf^- 5 ) ( rcs P- 9o = Y,T eiK)e k e H\E )), il existe 
/i e ff^OO) ( rcs P- G HHeHlo))) telle que = .g et |H|g 1(/1(J)) < #|M| 5l(B) (rcsp.à (M = go et 



On définit alors, 

f h(j,6) si je/ 
[/i o (j,0) sije/o 

On a immédiatement âi(hi) — f et 

INISi^M/i)) - ^ll^ll5i(B) + k e \\9o\\jj 1{Eq) < max(K Eo ,2cK) 
d'après (4), (6) et le fait que a + (5 < 1. 

En raisonant par homogénéité, on obtient alors le corollaire suivant: 

Corollaire 4. On suppose que (B, S) vérifie V(c), que B est Hi(K, a, I), E n est Hi(Ke ,<Jq,Io), et u : S — » 
Eq . Alors il existe Ex , une injection isométrique j : Eq <^-> E\ et un opérateur ù : B — » E tels que 

1. i?i est H\{Ke 1 ,(Ji,Ii), avec K\ = max(KE ,2cK) ), I C 7i et trios = joer - 

2. ïï|5 = jou, et < 2(1 + c)||u||. 

En suivant Pisier dans [P2], on en déduit: 

Corollaire 5. Soit {-Ba}agA une famille d'espaces de Banach, telle que, pour tout A G A, l'espace B\ est 
H\(Kb x ,(t\, J\), et Sx un sous-espace fermé de Bx tel que (B\,S\) ait V{cx). On suppose 

K = sup {Kb x : A G A} < +oo et c = sup {ex : A e A} < +oo. 

On considère, d'autre part, un espace de Banach E vérifiant H\(Ke , o"o, ^o) et une famille d'opérateurs 
{ux : Sx — > E }xeA- Alors, Il existe E\, une injection isométrique j : E E\, tels que 

1. Ei est H\(K El , cri, I\) (avec Ki = vh&x{Ke , 2cK )) , Iq C I\ et oios = jooç, 

2. Pour tout A G A, il existe ùx : Bx — > E\ qui vérifie ûx\s x — j oU x, et \\û\\\ < 2(1 + c)||ma||. 

Preuve: On se ramène par homogénéité à VA G A, ||ua|| < 1, et on pose 

B = ^({BxjxeA) = ^(xx)xeA : x x G B x et W X *W < +°° j 

et 

S = P({S x }xeA) = ^(xx)xeA : x x G S x et ^||x A || < +oo| . 

On vérifie que (B,S) a la propriété V(c), et que B est Hi(K, E, J) ( où J est la réunion disjointe de la 
famille { Jx}xeA, et S est définie par £((xa)aga) = (<?x(xx))xeA)- On définit alors, u : S — » £?o par 

w((x A ) AeA ) = ^ua(x a ), 
a 

et on applique le corollaire 4. 
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Théorème 6. Il existe une constante numérique k, telle que, pour tout espace E qui est Hi(^i, a ,I ) avec 
u. > k, on peut trouver un espace Ex qui est Hi{fj,,a\,I\), et une injection isométrique j : Eq E\, telle 
que 

1. Iq C I\ et CTioS = jo(T . 

2. Pour tout u G Eo® Eo on a 

\\j ^j(u)\\ El ^ El < c (v)\\ u \\e ®e - 

Preuve : Pour p G [1, +oo[, on note LP n l'espace C™ muni de la norme 

/ n 

\ k=l 

et on note i n : L„ — > L\ l'application identité. On sait par une variante d'un théorème de Kasin ([P3]; 
Chapitre 7), que l'on peut trouver une décomposition orthogonale; L\ n = D\ © © D^, avec dimD^ = 
n, (k = 1, 2, 3) et une constante ô > 0, telles que, pour fc = 1, 2 

Vx efljœ Dl, on a ô\\x\\ 2 < ||i 3 n(a;)||i < ||x|| 2 . 

Pour k = 1, 2 on considère le quotient 

Qn ■ L\n ^B k n = Llji 3n (D k n ), 

et on pose S* = <#M- 
Remarquons que 

BM = iL/i3n(^©£»n), 

donc en utilisant le lemme ci-dessous (voir [K] pour une démonstration utilisant un résultat de [BD]), on 
voit facilement que les B k sont iî 1 -projectifs, avec des constantes majorées indépendamment de n, et que 
les couples S k ) vérifient V{c) pour un c indépendant de n. 

Lemme. On suppose qu'il existe S > 0, et des sous-espaces Y n C L\ tels que Vn,Vx e Y n : <5||x|| 2 < Hx^. 
Alors, ii existe K telle que, si <r n : L\ — ► L] l /Y n est l'application quotient, on a 

Vf€H\Li/Y n ), 3geH\Ll) : à n {g) = f et h\\^ {Ll) < K \\fh H Li/Y n y 
Soit {uk,n,e}ieA* famille des opérateurs de S k dans Eq. On pose 

A = {J{(k,n) x A£ : k = 1,2 et n > f} . 

Si A = (fc, n, £) E A, on définit 

(B x ,S x ,u x ) = (B*,Slu kin , e ). 

Le corollaire 5 s'applique alors à cette famille, et on trouve E\ vérifiant le premier point du théorème; 
par contre le deuxième point est démontré en utilisant le point 2. du corollaire 5 dans [P3], p. 141. 
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Théorème 7. Tout espace de Banach H 1 -projcctif E est isométriquement contenue dans un espace de 
Banach H L -projectif X, tel que X®X — X®X. 

En effet, si Eq = E est H 1 ^/!, <jo, Iq), alors en applicant le théorème 6 à Eq puis à E\, E2 etc., on 
construit {(E n , j n ) }„>i où j n : E n E n+ \ est une injection isométrique, E n est iî 1 (/x, <J n , I n ) avec /„ C I n +i 
et j„o(T„ = (T„ + ios„; 



^0) 



^1 
CTl 



Ji 



-En 



E n+ \ 

^(/„+l) 



de plus 



Vu <E E n <S> E n , on a ||j„ <g>„ (u) 



\E n ®E r 



<c(n)\\u\ 



E n+1 ®E n+1 - 



Prenons X la limite inductive de {(E n , j n )}n>i qui peut être identifiée à UE n . Notons I = Ul n . 11 est 
clair que U£ 1 (J n ) peut être considéré comme un sous-espace dense dans ^(I). On définit alors ct : — > X 
par cr(a;) = <J n {a) si q e 

En utilisant des arguments standards de densité, on démontre que a est surjectif, et que X®X = X®X. 
Ce qui démontre le théorème. 
Remarques. 

- Il n'est pas difficile de modifier la construction peécédente pour trouver X vérifiant le théorème 7, et tel 
que Xet son duaLY* soient des espaces de cotype 2, vérifiant le théorème de Grothendieck. 

- Cet exemple montre aussi que le produit tensoriel projectif de deux espaces Hardy-convexifiables(c/. 
[X]) n'est pas, en général, Hardy-convexifiable. 

- On peut aussi construire un espace de Banach X, iî 1 -projectif, ayant la propriété d'approximation, et 
tel que X®X ne soit pas iî 1 -projectif. 
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